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Luku 1

Besicovitchin peitelause

1.1 Johdanto

Besicovitchin peitelause on osoittautunut kiyttokelpoiseksi erityisesti diffe-
rentiaalilaskennan seki my6s muun analyysin parissa. Sitd kidytetddan myos
toisten peitelauseiden todistuksissa, kuten esimerkiksi Vitalin peitelauseen
yleisemmaissé tapauksessa. Alkuperiinen Besicovitchiltd (1945) lahtoisin ole-
va todistus oli R":n palloille. Tai tarkasti ottaen alkuperdinen todistus oli
tason kiekoille ja se sisdlsi vain niin sanotun kakkososion todistuksesta (kat-
so todistusta alempaa). Tulokseksi Besicovitch sai, ettd tarvitaan 22 erillista
palloperhetté joukon peittdmiseen. Jiljempéané esitetty todistus on hieman
yleisemmalle tapaukselle, jossa kisiteltdvien joukkojen ei tarvitse olla pal-
loja. Tarkein ehto joukoille on, ettd kappaleet eiviit saa olla liian "litteitd"
toisin sanoen niilld taytyy olla "tarpeeksi" sisidpisteitd. Lauseessa oletetaan
edelleen, ettd kisiteltdvd avaruus on R”, miki ei ole kuitenkaan valttama-
ton edellytys. Lause toimii yleisemmiéssakin avaruudessa. Todistus on talléin
varsin erilainen ja vaatisi pidempéd pohjustusta aiheeseen. Yleisemmén ta-
pauksen todistus 10ytyy esimerkiksi Morsesta ja Federeristd. Besicovitchin ja
Morsen alkuperiisten tekstien matemaattinen merkintatapa on hieman van-
hahtava, josta johtuen niiden lukeminen on tyolasta.

Esitelldsan aluksi tarvittavia tyokaluja.



1.2 Maaritelmia

1.2.1 Maaritelmi (Etiisyys ja halkaisija)

Olkoon ) # A C R". Pisteiden z,y € A vilinen etdisyys on d(x,y)=||x-
y||, missé ||.|| on normaali euklidinen normi. Joukon halkaisija on d(A) =
sup, yea d(7,y). Jos joukko on tyhjé, joukon halkaisija on nolla.

1.2.2 Madaritelmi (Avoin ja suljettu pallo)

R":n avoin pallo on B(z,r) = {y : d(v,y) < r}, missi y € R". Suljettu saa-
daan vastaavasti, ja on B(z,r) = {y : d(x,y) < r}. Joukon R" pallopinta on
S(x,r) ={y:d(z,y) =t}.

Seuraavaksi kiiydddn ldpi palanen mittateoriaa.

1.2.3 Maaritelma

Olkoon X joukko ja I' perhe X:n osajoukkoja eli joukkoluokka. I' on o-algebra
joukossa X, jos

(1)0erl
(2) Jos A €T, niin A°€T
(3) Jos A; € T',i € N, niin U;enA; € T

1.2.4 Madiritelma (Mitta)
Olkoon T" X:n o-algebra. Nyt kuvaus p: ' — R U {oo} on mitta, jos

(1) u(A) > 0 kaikille A € T
(2) (@) =0
(3) 1 on numeroituvasti additiivinen:

M(U A;) = Zu(Ai) pistevieraille A; € I',i € N.
i=1 i=1

1.2.5 Madaritelmi (R":n vilit)

Avaruuden R” rajoitettu avoin vdli on

I={z=(x1,...,2,) ER" 1 < xp < b, k=1,... ,n}



missi ay, by € R” ja ap < bg. Olkoon I joukkoluokka, joka sisiltad kaikki R™
rajoitetut avoimet vilit ja tyhjan joukon sekd kuvaus A : I — [0, oo] siten,
etta

AO)=0,  AI):= (b —ar)...(by — ap).

1.2.6 Mairitelmi (Lebesguen mitta)
Olkoon A C R™. Nyt joukon A Lebesguen ulkomitta on

my(A) = inf{) "A(I;): AC I, I; € K},
j=1

Lebesguen mitta saadaan rajoittumalla mitallisiin joukkoihin eli £"(A) =
my (A)|pmrn, missd M™ on R™":n mitallisten joukkojen perhe.

1.2.7 Maaritelmi (Konveksi verho)

Joukon A C R™ konwveksi verho on pienin mahdollinen joukko K jolle péitee
kaikilla a,b € K, J(a,b) C K, missi ja J(a,b) on pisteiden a ja b vilinen
jana.

1.2.8 Mairitelmé (Kartio)

Olkoon D(z,e,r) C R" joukon {x} U B"!(z + e,r) konveksi verho, missi
B" Yz +e,r) on (n-1)-ulotteinen pallo, joka on kohtisuorassa yksikkovekto-
ria e vastaan ts. B" '(z +e,7r) = Bz +e,r)N{y: (y — (xr+¢€))-e =0}
Nyt C(z,e,a, h) = B"(x,h)ND(x,e,r), missd r on valittu siten, ettd pinnan
D(z,e,r)NS" 1 (z,1) H" '-mitta on a.

Kyseessé on siis jonkinlainen n-ulotteinen kartio (kts. kuva 1.1).

1.2.9 Maiaritelma (Mahtavuus)

Joukon A mahtavuus, card(A), on joukon A alkioiden lukumé&éré, mikili al-
kioita on adrellinen médri. Olkoon card(A)=; (Nj:aa sanotaan kardinaali-
luvuksi), mikéli voidaan muodostaa bijektio N — A (ts. A on yhtd mahtava
N:in kanssa, A on numeroituva) ja card(A) = ¢, mikéli voidaan muodostaa
bijektio R — A. T&lléin A on ylinumeroituva. On myds olemassa néita suu-
rempia kardinaalilukuja, mutta téssi esityksessi ei ole tarpeellista puuttua
niihin.



Kuva 1.1: Kaksiulotteinen kartio

1.2.10 Mairitelma (Karakteristinen funktio x)
Olkoon A C R™. Karakteristinen funktio x4 : R* — {0,1} on

(2) 1 ,josxeA
x) = :
x4 0 ,josz¢gA

1.3 Lause (Besicovitchin peitelause)

Kaikillan € N ja c,a € R,¢ > 0 ja a > 0, on olemassa luonnolliset luvut
P(n,c,a) ja Q(n, a, c) siten, ettd seuraava pitee. Olkoon A C R", F perhe
R™:n osajoukkoja siten, ettd sup{d(F) : F € F} < o0 ja ¢, € R, siten, etta

Ve € A IF € F siten, ettd B(x,cd(F)) C F, missa d(F) > 0,
ja
Vye F' on C(y,e,a,cd(F)) C F

missi e = — y.

1) Télloin IFy, Fy, ... € F siten, etté



N

Kuva 1.2: Ehdoista

Ac U, Fijad xr < P(n,ca).

2) On olemassa perheet Fi, Fy, ... , Fom,ae C F, jotka peittdvit A:mn siten,
ettd JF;:t ovat erillisii ts.

n,c,o

Q(n,c,0)
1e U Un
i=1
ja

F(\F' =0, kan F,F' € F; ja F # F'

Huomautus: Siis ehdoissa vaaditaan, ettd pistettd x vastaa joukko F(x)
siten, ettd kyseiseen pisteeseen ("keskipiste") voidaan asettaa vaaditun ko-
koinen pallo suhteessa joukon halkaisijaan. Lisiiksi jokaiseen joukon F(x) pis-
teeseen pitdd voida asettaa "keskipistettd" kohti osoittava kartio siten, etti
kartio kuuluu joukkoon F(x) (kts. kuva 1.2).

Todistus: Oletetaan aluksi, ettd A on rajoitettu ja laajennetaan lopussa tar-
kastelu ulottumaan rajoittamattomille joukoille.

Olkoon My =sup{d(F): F € F} < oo

Valitaan kullekin z € A, F(z) € F s.e. B(z,cd(F(x))) C F(x) (*)
Valitaan x; € A siten, ettd d(Fy) > c¢My, missia F; = F(x4).



Oletetetaan, ettd x,...,z; € A on valittu siten, ettd kun F; = F'(x;), niin
k
i1 € A\ J F kaikillak =1,... ,j — 1
i=1

ja d(F;) > cM kaikillai =1,... 7. Jos

J
AYF #0,
i=1
niin valitaan

j
vjr1 € A\|JFse d(Fj+1) > ey,

i=1
mikali tillainen z;,, 16ytyy. Joukon A ollessa rajoitettu sen Lebesguen mitta
on #irellinen. Koska d(F;) > c¢M;, niin B(z;,¢?M;) C F; oletuksien perus-
teella. Lisdksi pallot B(x;, %C2M1) ovat erillisia . TAmé seuraa siita, ettd kes-
kipisteiden etiisyys tiytyy olla konstruktion nojalla vihintdin ¢2M;. Niiden
pallojen mitta on L£"(B(0, (c?/2)M;)) > 0. Nyt tisti seuraa, etti kun jouk-
koja F; otetaan tarpeeksi suuri maéra, niin ne jossain vaiheessa peittavat A:n
ja prosessi pysahtyy. Néin saadaan dérellinen jono x1,... ,x,.
Olkoon seuraavaksi

My =sup{d(F):x € A\UE}

Valitaan
k1
Thy4+1 € A\UE S.e. d(Fk1+1) > cM,

=1

ja jatketaan ylla olevaan tapaan induktiivisesti valitsemalla Fj; € F ja

j
Tiy € A\ U F; s.e. d(Fji1) > cM,
i=1

Edelld mainittujen perustelujen nojalla prosessi pysahtyy jossain vaiheessa ja
saadaan luku k,. Jatkamalla eteenpéin saadaan kasvava jono kokonaislukuja
0=ko < ky <ky<...,laskeva jono positiivisia lukuja M; s.e. M; 1 < cM;,
jono pisteitd x; sekd néihin liittyvid joukkoja Fj.

Olkoon

Li={kja+1,...,k;} Jj=12,...
Nyt



(].) CM]‘ S d(E) S Mj, kun ¢ € Ij

(2) zj € AU, F), kun j =1,2,...

3) zi € A\Unzgrasy Ujer, Fi» kun i € I
Todistetaan (1). Koska

M; = sup{d(F) : x € A\ O F;}

niin d(F;) < M;, kun i > k;_;. Konstruktiosta seuraa, ettd d(F;) > ¢M;, kun
i < k.
(2) seuraa suoraan konstruktiosta.

Todistetaan (3). Kohdan (2) nojalla
k-1
m<k jEIy, 7=1

Olkoon m > k+1, j € I, jai € I. (1):std ja konstruktion ominaisuuksista
seuraa, etta

oo <d(Fpr) < My <My < d(Fy) < My <My <d(Fi-q) < ...
ja tastd saadaan, etté
d(Fy1) < cd(Fy-1)

Konstruktiosta ja ylldolevasta saadaan d(z;,z;) > cd(F;) > d(F;), joten
z; ¢ Fj. Siis (3) on todistettu.

Koska ¢ < 1/2 < 1 (B(z,cd(F)) C F), niin M; — 0. T&lloin (1):std seu-
raa, ettd d(F;) — 0, josta saadaan, etta

AcC [_OJFZ
i=1

Silld jos 16ytyy « € A\ U=, F}, niin joukolla on halkaisija d(F(x)) > 0. Koska
M; — 0, niin jossain vaiheessa x on tullut valituksi konstruktion luonteesta
johtuen.



Oletetaan, ettd y kuuluu joukkoihin F; p:lla i:n arvolla, toisin sanoen

p
Yy € ﬂ F.,
i=1

Lauseen ensimméisen osion todistamiseksi riittdé todistaa, ettd p < P(n, ¢, a).

Osoitetaan ensin, etté
card(j: Iryn{m;:i=1,... ,p} #0) < N(n,«)
Jos ylli oleva on totta, niin symmetrisyyden nojalla pitee, etta
card(j: Iyjy1N{m; :i=1,... ,p} #0) < N(n,«a),
jolloin

card(j: ;N {m;:i=1,... ,p} #0) < 2N(n, )

Olkoot s,t, 2p = s # t = 2q, missi p, q € Z sellaisia, ettd on olemassa
ke[sﬂ{mi:izl,... , D}
ja
le[tm{mi:izl,... D}
Koska C(y, ex, a, cd(Fy)) C Fj, ja (3) pétee, niin
x; & C(y, ex, o, cd(Fy)).
Toisaalta samoin perustein saadaan
z, & Cy, e, , cd(F)).
Merkitdan
vy = (we = y)/llwe — yll ja = = (z0 = y)/|lz = yl|-
Nyt on voimassa, ettd

z;, € C(0, e, a, 1)\C'(0,¢5, 0, 1) ja x; € C(0,¢p, 0, 1)\C(0, e, v, 1)).
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Edellisen nojalla d(x},z}) > S, jossa S on positiivinen nollasta eroava luku.
Koska pallon B(0, 1) reunalla on #irellinen H" ! mitta, niin tillaisia pisteiti
z), x; mahtuu vain direllinen pelkistdén a:sta ja n:std riippuva médrd. Téa-
ten voidaan valita tdmé& luku N (n, a):ksi.

Nyt riittad nayttad, etta
card(l; " {m; :i=1,...,p}) <R(n,c) j=1,2,....
Kiinnitetdén j ja kirjoitetaan
I]ﬂ{mzz:l, ,p}:{ll,... ,lq}.
Nyt (1)m ja (2):n sekii ehdon B(z;, cd(F;)) C F; nojalla pallot B(x;,, (¢*/2)d(F},))
ovat erillisid, silli nyt pallojen side on maksimissaan (c¢?/2)M; ja |z, — | >
c*M;, kun i # k. Nyt on selviisti voimassa (¢*/2)M; < (¢*/2)d(F),). Lisiksi
joukot Fj, mahtuvat palloon B(y, A;).
Olkoon 3(n) = L"(B(0,1)). Télloin
gB(n)((c*/2) M. <ZE" (21, (¢°/2)d(Fy,))

< £(B(y. M) = By

q§<§>n:RMJ)

Yhdistamaélla saadut tulokset saadaan, etté

Téstd seuraa, etta

p <2R(n,c)N(n,a) = P(n,c, a),
(2) osan todistus:
Olkoon Fi, F;, ... ensimmaéisessé osassa méadritellyt joukot. Kaikille € > 0 on
ainoastaan direllinen mééra joukkoja Fj, joille d(F;) > €, koska A on rajoi-
tettu ja F; D B(xy, cd(F;)). Taten voimme olettaa, ettd d(Fy) > d(Fy) >

Olkoon Fy; = F} jajatketaan téstd induktiivisesti siten, ettd jos Fyq,... , Fi;
on valittu, niin F} j;; = F}, missa k on pienin kokonaisluku siten, etta

J
E(UJFa=0.
=1

11



Jatketaan tatd niin pitkddn kuin mahdollista, jolloin saadaan dérellinen tai
numeroituva erillisten joukkojen muodostama perhe

fl = {Fl’l,Fl’Q, e }

Jos perhe F ei peitd A:ta, médritelldén seuraavaksi Fy; = Fj, missd k on
pienin kokonaisluku, jolle Fj, & JF;. Jatketaan tdstd jilleen induktiivisesti
siten, ettd F5 ;11 = F}, missd k on nyt pienin kokonaisluku, jolle

J
Fk ﬂ UFQ’i = @
=1

Prosessia jatkamalla 16ytyy perheet Fi, Fo,... siten, ettd F;:n alkiot ovat
erillisid kaikilla i. Viitetddn, etta

AC U U}'k jollekin m < Q(n, a, ¢) + 1.
k=1

Olkoon m siten, ettd x € A\ U, UF,. Nyt riittda osoittaa, ettd m <
Q(n,a,c).

Koska joukot F; peittdviat A:n, niin on olemassa i siten, ettd x € F;. Téa-
ten kaikilla k = 1,... ,m, F; € F, joka tarkoittaa Fi:n konstruktion nojal-
la, ettd F; N Fy;, # 0 jollain iy, siten, ettd d(Fy,, ) > d(F;) (***). Nyt olkoon
B; = B(x;,d(F;)) D F;, missd x; on joukkoon F; liittyvé piste ("keskipiste").

Olkoon y;, € F; N F};, . Suoraan méiritelman nojalla 16ytyy kartio
C(yk, e, o, cd(Fy;,)) C Fr, -
(***):n nojalla on my6s voimassa
C(Yr, €, a, cd(Fy)) C Fy.
Téaten saadaan, ettd (kts. kuva 1.3)
C(yr e, a, cd(Fy)) C ((c+ 1)By) [ \(Fiy i) kaikilla k =1,... ,m

Olkoon nyt H**(S"71(0,1)) = v(n) ja L*(B(0,1)) = B(n), jolloin L"(C(z, e, a, 1) =
(a/v(n))B(n), ja yleisemmin L"(C(z, e, «, h)) = (a/v(n))B(n)h"™. Koska ku-

kin R™:mn piste sisiltyy korkeintaan P(n,c,c) joukkoon Fj; , niin tdmé on

my6s totta pienemmille joukoille Cy := C(yg, €, o, cd(F;)) C Fy,, joten

m
ZXck < P(n, o, ¢)xup. o,
k=1

12



Kuva 1.3:

Koska Cy C (¢ + 1)B; kaikilla k, saadaan

B(n)((c + V)d(F))" = L((c + 1)B;) > L" (U Ck)

k=1

Z/Xu;”_lckd['n > P(n, a,c)l/i)(ckdﬁn
= P(n,a,¢) ") L"(Cy) = P(n,a,¢) 'mB(n)(a/y(n)(d(F))" ()"
Siis
c+1

m < (——)"P(n, a, c)(y(n)/a) = Q(n, a,c)

Laajennetaan lopuksi todistus koskemaan rajoittamattomia joukkoja A.
Olkoon R* = U, Q);, missé ();:t ovat suljettuja kuutioita, joiden sivun mitta
on M; ja joiden vastaavat avoimet joukot (); ovat erillisid. Nyt lause pétee

13



joukoille AN @; ja koska ainoastaan viereisten joukkojen(niiden lukuméira
riippuu n:std) Fj:t voivat leikata, niin saadaan viite.

Huom. 2) kohdan todistuksessa saatiin Fj:t halkaisijan suhteen kokojérjes-
tykseen viittaamalla A:n rajoittuneisuuteen. Tadma voidaan kuitenkin kiertaé
vaatimalla d(F;) > d(F;41) tai d(F;) + € > d(F;41), missi € on pieni luku.

1.4 Huomioita

1) Vaatimus sup(d(F;)) < oo lauseessa 1.3 on oleellinen. Esimerkiksi olkoon
A =R"U{0} ja F; = [0,2i]. Nyt 0 € N2, F;,, vaikka joukot F; valitsisi mi-
ten tahansa. Jos A on rajoitettu, niin silloin vaatimusta sup(d(F;)) < oo ei
valttaméatta tarvita, kuten seuraavasta huomautuksesta ndhdaan.

2) Besicovitchin peitelause (palloille): B
Olkoon A R:n rajoitettu joukko. Olkoon kullekin = € A pallo B(z,r(z)) € B.
Nyt 16ytyy kokonaisluvut P(n) ja Q(n) s.e

1) On olemassa rajoitettu tai numeroituva kokoelma palloja B; € B siten,
ettd ne peittdvit A:n ja jokainen x € R" kuuluu korkeintaan P(n)
joukkoon B; t.s

XA <Y x5 < P(n)

2) On olemassa perheet By, ..., Bgu) C B siten, ettéd B;:t koostuvat eril-
lisistd joukoista t.s

Q(n)
Ac |JUs
i—=1
ja
B(\B' =0, kun B,B' € B; ja B+ B'.

Kuten jo aikaisemmin mainitsin, Besicovitchin alkuperiinen todistus (16ytyy
lahteestd Besicovitch) on tason kiekoille ja siiné todistetaan tdmén todistuk-
sen toinen osio saaden Q(n) = 22.

3) Toinen muotoilu lauseelle (Morse, 1947)
Morse todisti lauseen riippumattomasti Besicovitchiin ndhden. Olkoon A

14



Kuva 1.4: Huomio 4

R™:n rajoitettu joukko. Kullekin z € A joukko H(x) toteuttaa seuraavat
ominaisuudet: (a) On olemassa x:sti riippumaton M > 0 ja kaksi suljettua
euklidista palloa keskipisteendén x, B(x,r(x)) ja B(x, Mr(x)), siten, etti
B(z,r(z)) € H(zx) C B(xz,Mr(z)); (b) Kaikille 2 € H(z), joukko H(x)
sisdltda seuraavan joukon konveksin verhon

{z3JBla,r(2))

Nyt voidaan valita perheestd (H(z)),ca jono Hy, joka toteuttaa ehdot 1) ja
2) lauseessa 1.3.

Konveksi verho kyseisesséd tapauksessa pienin mahdollinen joukko C, jolle
pitee z —y € C, kun y € B(x,r(x)).

4) Lause 1.3 sisiltdd seuraavat erikoistapaukset:

i) Olkoon A C R™ rajoitettu. Olkoon 0 < M < 1 ja kaikilla x € A on
olemassa suljettu pallo B(y,r(x)) s.e y € B(x, Mr(x)) toisin sanoen

15



|z —y| < Mr(z). Nyt voidaan muodostaa perheen {B(y,r(z)) : © € A}
(missé piste y tiayttiaa ylla olevan ehdon) jasenisti jono By, joka tayttaa
lauseen 1.3 ehdot 1) ja 2).

ii) Olkoon A € R" rajoitettu. Olkoon ¢ > 0 ja kaikilla z € A on olemassa
suljettu véli R(z) = I(z) x ... x I,(z) C R", jonka keskipisteeni x
on. Vaaditaan, ettd L£(I;(z)) < c¢L(I;(x)) kaikilla ¢,j = 1,...,n. Nyt
voidaan valita perheestd {R(x) : x € A} jono Ry, joka toteuttaa ehdot
1) ja 2).

5) Joukkoihin liittyvi piste x ei saa sijaita joukon reunalla.

Lauseen 1.3 mukaisesti pisteen x ei tarvitse sijaita tdsmélleen joukon keskella,
mutta se ei saa sijaita joukon reunassa. Esim. Olkoon A = (0,1] C R ja
kutakin x € A vastaa vili Q(z) = [z, + 1]. Selvésti nyt ei ole olemassa
ehdon 1) mukaista P(1):sté.
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Luku 2

Besicovitchin peitelauseen vakion
arviointia

Téssa kappaleessa osoitetaan kuinka Besicovitchin lauseen (kakkososion) va-
kio voidaan liittad pallojen pakkausteoriaan ja kayttaa sielld saatuja tulok-
sia hyviksi vakion arvioinnissa. Nama vakiot ovat siis voimassa alkuperéi-
selle lauseelle eiké suinkaan edellisessi kappaleessa todistetulle versiolle pei-
telauseesta (kts. lause 2.7). Tamé luku pohjautuu suurelta osin lihteeseen
Sullivan.

Yhdessi tamén luvun péélauseista (2.7) tarvitaan transfiniittistd induktiota.
Siispd otetaan aluksi pieni katsaus ordinaaleihin ja transfiniittiseen induk-
tioon. Asiasta kerrotaan tarkemmin Brucknerissa.

2.1 Transfiniittiset ordinaalit

Luonnollisten lukujen joukko N on yksinkertaisin, ei-triviaali esimerkki hyvin
jarjestetysté joukosta. Luonnollisten lukujen joukossa jarjestykselle voidaan
asettaa seuraavat vaatimukset.

1. n £ n kaikille n € N.
2. m < n tai n < m kaikille erillisille m,n € N.
3. Jos n < m jam < p, niin n < p kaikille n,m,p € N

4. Jokaisella ei-tyhjilla osajoukolla S C N on ensimméinen alkio. (t.s on
olemassa alkio ny € S siten, ettd ny < s pitee kaikille muille alkioille
s € N).
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Néiden neljin ehdon ollessa voimassa induktio toimii huolimatta siitd min-
kilainen itse joukko on, ei tarvitse rajoittua luonnollisiin lukuihin. Sanotaan,
ettéd joukko X on lineaarisesti jirjestetty ja ettd "<'" on aito jirjestysrelaatio
X:ssd, mikéli ominaisuudet 1, 2 ja 3 ovat voimassa. Mikali kaikki nelja omi-
naisuutta ovat voimassa, sanotaan ettd joukko X on hyvin jirjestetty. Jos
X on hyvin jirjestetty ja zo € X, niin zj:aa edeltivistd alkioista koostuvaa
joukkoa kutsutaan X:n alkusegmentiksi.

Seuraavia lauseita ei todisteta. Ensimmaéinen lause on ekvivalentti valinta-
aksiooman kanssa.

2.1.1 Hyvinjirjestysperiaate

Jokainen joukko voidaan hyvinjarjestdd. Siis mille tahansa joukolle X on
olemassa relaatio <, joka on X:n aito jirjestysrelaatio ja joka tekee joukosta
hyvinjérjestetyn.

2.1.2 Numeroituvat ordinaalit

On olemassa hyvinjirjestetty ylinumeroituva joukko X varustettuna jirjes-
tysrelaatiolla < siten, etté

1. X:llI4 on viimeinen alkio, jota merkitdan 2:1la.
2. Jokaiselle ¢y € X ja zy # ) alkusegmentti
{reX :z<ux}
on numeroituva.
3. On olemassa alkio w € X siten, etti
{reX:z<w}=1{0,1,2,3,...}
jarelaatiolla < on tavallinen merkitys ei-negatiivisten lukujen joukossa.

Siis joukko {0,1,2,3,...} ei-negatiivisia lukuja on X:n alkusegmentti. X:44
voidaan ajatella pitkdna nollasta alkavana listana jatkuen, kunnes ylinume-
roituvan monta alkiota on lueteltu:

0<1<2.. . <w<wH+l<wH+2<...<?<i?+1<...<qQ.

X:n alkioita kutsutaan ordinaaleiksi. Kutakin alkiota ennen w:aa kutsutaan
adrelliseksi ordinaaliksi. Kutakin elementtid tdméan jilkeen, mutta ennen vii-
meista alkiota €2, kutsutaan numeroituvaksi ordinaaliksi. Alkiota €2 kutsu-
taan ensimmdiseks: ylinumeroituvaksi ordinaaliksi.
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Alkio x voidaan samaistaa sellaisen alkusegmentin kanssa, joka sisaltaa kaikki
x:44 edeltavat alkiot. Taten kutakin X:n elementtid voidaan pitda X:n ali-
joukkona. Nyt jokaista alkiota (Q2:aa lukuunottamatta) voidaan pitdéd dérel-
lisend tai numeroituvana joukkojen tapaan. Ensimmaéinen diretén ordinaali
on w ja ensimmaéinen ylinumeroituva ordinaali on 2. Ordinaalin {2 mahta-
vuus on ¥X;. Kontinuumihypoteesi sanoo, ettd reaalilukujen mahtavuus, c,
on juuri X;. Kontinuumihypoteesi (KH) ei ole lause vaan pikemminkin ak-
siooma. Sen voi joko hyviksyid tai hyldtd; kumpikaan ei aiheuta ristiriitaa
ZFC-aksiomatiikan kanssa.

Mikéli KH oletetaan, niin reaaliluvut (tai kaikki saman mahtavuuden omaa-
vat joukot) voidaan hyvinjirjestié edellisessd lauseessa kuvatulla tavalla. Mi-
kili KH:ta ei haluta olettaa, niin transfiniittinen induktio voidaan silti suo-
rittaa. Tassd tapauksessa edellisen lauseen sijaan pitdd kayttdd seuraavaa
lausetta.

2.1.3 Lemma

Miki tahansa joukko X, jonka mahtavuus on 2% voidaan hyvinjirjestii si-
ten, etta kullekin x € X, kaikkien x:n edeltdjien joukon mahtavuus on aidosti
pienempi kuin 2%, missi 2% on luonnollisten lukujen osajoukkojen joukon
mahtavuus.

Todistus sivuutetaan.

Jokaisella alkiolla x viimeistd lukuunottamatta on seuraava alkio, jota mer-
kitadan x+1:114. Kaikilla alkioilla ei ole vilttdmattéd olemassa edeltdjas (kuten
w ja Q). Téllaisia alkioita kutsutaan rajaordinaaleiksi.

Seuraavassa esimerkki, jolla valoitetaan transfiniittisen induktion kayttoa.

2.1.4 Lemma

Olkoon C joukko vilin [a,b) osavileji siten, ettd jokaiselle a < z < b on
olemassa y, ¢ < y < b ja [z,y) € C. Nyt on olemassa numeroituva erillinen
perhe £ C C siten, etti

U @) = [a,b)

[z,y)€€
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Todistus: Olkoon xy € [a,b] ja valitaan z; < b siten, ettd [zg,z1) € C. Ole-
tetaan, ettd kullekin ordinaalille & on valittu zg < b siten, ettd [zg, v541) € C
kaikille /3, joilla # + 1 < a. Nyt z, voidaan valita seuraavasti: (i) Jos a on
rajaordinaali, niin olkoon z, = sups_, 75. (ii) Jos « ei ole rajaordinaali, niin
olkoon ag a:n viliton edeltdja ja oletetaan, ettd o < b. Otetaan x, < b si-
ten, ettd [Tq,, o) € C. Prosessi pyséhtyy, jos x4, = b.

Nyt perhe & = {[za_1,24)} on C:n erillinen numeroituva perhe siten, et-
t8 Upyeelr,y) = [a, b).

Jatketaan vield tédssd luvussa tarvittavien méaritelmien parissa.

2.2 Maiaritelma (Oikealta jatkuvuus)

Funktio f : R — R on oikealta jatkuva, joss lim, ..+ f(x) = f(xg).

2.3 Maiaritelmi (e-melkein ulkopuolella)

Suljetun pallon B(y, s) keskipiste on pallon B(z, r) ulkopuolella jos ja vain jos
keskipisteiden vilimatka toteuttaa d := |x—y| > r. Annetulle ¢ < 0 sanotaan,
ettd pallon B(y,s) keskusta on e -melkein pallon B(x,r) ulkopuolella joss
d>r—es.

2.4 Maiiritelma (Palloperheen kontrolloituvuus)

Palloperhettd C kutsutaan e-kontrolloiduksi, joss kukin C:n pallon keskusta
on e-melkein toisten C:n pallojen ulkopuolella. On huomattava, ettd C on
0-kontrolloitu, joss kunkin pallon keskusta on toisten avoimien pallojen ul-
kopuolella. C:n jésen on e-melkein pienin, jos sen side ry < (1 + ¢€)infor t.s
side rg on tekijin 1 + € sisdlld C:n pallojen séteen infimumista.

2.5 Maiaritelmi (3,(¢))

Olkoon k € N siten, ettd 16ytyy {Bji, ..., B} ekontrolloitu R” palloperhe,
jolle d(By) < d(B;)Vi < k ja BiN B, # 0 Vi =1,... k — 1. Maéaritellddn
On(€) maksimiksi tillaisista luvuista k.
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Kuva 2.1:

2.6 Huomautus

Funktio (3, (e) on monotoninen (kasvava) e:n suhteen, silld e-kontrolloitu pal-
loperhe on myo6s €-kontrolloitu kaikilla ¢ > €. Voi kohtuullisen helposti to-
distaa, ettd (3,(€) on oikealta jatkuva (kuvassa 2.1 on luonnos kuvaajasta).
Funktio (3, (¢€) saa vain kokonaislukuarvoja ja on kasvava. Olkoon €; epdjatku-
vuuspiste (joita on numeroituva, itse asiassa ddrellinen, mééré). Nyt oikealta
jatkuvuus téssd pisteessd seuraa e-melkein ulkopuolella -méaaritelmasta (2.3),
jonka mukaan pallo on e-melkein toisen pallon ulkopuolella, mikili d > r —es.
Jos tdssé olisi aito epayhtilo (d > r — €s), niin funktio olisi vasemmalta jat-
kuva. Nyt on olemassa raja-arvo

jota kutsutaan Besicovitchin vakioksi R":ssd. Besicovitchin peitelause (koh-
ta 2) sanoo, ettd jos joukko A peitetain palloperheelld, jossa jokaiseen A:n
pisteeseen liittyy pallo, niin tdmé peite voidaan korvata tietylld ddrelliselld
lukumadralla g, erillisid palloperheitéd, joiden yhdisteet silti peittivat A:n.
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Todistetaan seuraavassa lauseessa, ettd (3, = ¢,. Jatkossa kytketddn (3, pal-
lojen pakkausongelmaan.

Seuraavassa todistetaan Besicovitchin peitelauseen kakkososio palloille.

2.7 Lause

Oletetaan, ettd meilld on joukko A C R” peitettynid perheelld C suljettuja
rajoitettusiteisia palloja siten, ettd kutakin pistettd a € A kohti on olemas-
sa pallo C:ssé, jonka keskipiste on a. Nyt voidaan 16ytéa aliperheet C; C C,
i =1,..., 0, siten ettd A C U; U C; ja pallot kussakin perheessia C; ovat
erillisia.

Todistus Riittda todistaa, ettd lause pétee luvulla 3, (€) kaikilla € > 0. Ote-
taan siis alussa mielivaltainen e > (. Aloitetaan niin, ettd jokainen Cj, 1 =
1,..., B, on tyhja. Muodostetaan transfiniittisen induktion avulla hyvin jér-
jestetty alipeite C' = { By, Bo, ...} C:sti siten, ettd valitaan jokaisella aske-
leella, o, pallo B, jonka keskusta ei kuulu joukkoon U, ., B, ja jonka sade on
e-melkein suurin (ts. 7, > (1/(14€)sup{r : B(z,r) € C,x ei ole vield peitetty }).
Nyt lihdetdan kidymaéain jarjestyksessi lavitse saatua hyvin jarjestettya ali-
peitettd siten, ettd sijoitetaan B, johonkin Cj:hin, jossa se ei leikkaa mitdén
muuta sithen kuuluvaa palloa. Osoitetaan , ettd tdmé& on tosiaankin aina
mahdollista jollakin i.

Nyt taytyy tarkastaa, ettéd jokin C; on kiytettévissi kussakin askeleessa. Jos
ei, niin kussakin aliperheessd C; on olemassa pallo B; € (), joka leikkaa
palloa B,. Nyt viitetdédn, ettd pallot B; yhdessd B,:n kanssa muodostavat
e-kontrolloidun perheen. Jos B; on valittu ennen B;:ta, niin B; ei voi sisaltdé
Bj:n keskustaa. Lisdksi B; on e-melkein pienempi kuin B;. Tama tarkoittaa,
ettd B;m keskusta on e-melkein B;:n ulkopuolella, silld r; > r;/(1 + €),

|xi—:1:j| ZTZ'ZT]'—ETZ'.

B, on perheen e-melkein pienin alkio, koska se on valittu viimeksi. Siis to-
siasia, etta kukin B; leikkaa B:ta on ristiriidassa (3, (¢):n kanssa. [J

2.8 Maiaritelma (0,(r))

Annetulle siteelle r, olkoon &, (r) suurin mahdollinen luku, joka (avoimia) n-
ulotteisia erillisid yksikkdpalloja voidaan pakata palloon, jonka sdde on r+1
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ja vastaavasti olkoon d, () suurin mahdollinen pakkausluku kuten yll paitsi,
ettd yhden pitda olla keskella.

2.9 Huomautus

Selviisti 6, (1) < b, (r). Kumpikin funktio on kasvava ja oikealta jatkuva. Kun
r < 2, niin §,(r) = 1, ja jos r < 1, niin 0, (r) = 1.

2.10 Lause

Todistus:

(3, on siis 0-kontrolloidun palloperheen C alkioiden maksimaalinen luku-
méara. Siis perheen, jonka kaikki suljetut pallot leikkaavat jotain perheen
pienintd alkiota siten, ettd kunkin keskusta on toisten avoimien pallojen ul-
kopuolella. Skaalataan annettua perhettd C siten, ettd kyseessi oleva pienin
pallo on nyt B(0,1) = By. Nyt viitetddn, ettd voimme korvata perheen C
perheelld yksikkopalloja joiden keskipisteet ovat korkeintaan etdisyydelld 2
origosta, ja lisdksi perhe on 0-kontrolloitu.

Tehdddn tdmé korvaamalla kukin pallo C:ssé yksikkopallolla. Jos pallon
keskipiste on korkeintaan kahden yksikon etaisyydelld keskustasta, keskipiste
sdilyy samana. Jos keskipiste on yli kahden yksikon paisséa keskustasta siirre-
taan se keskustan ja alkuperiisen keskipisteen vilistd suoraa myoten etéisyy-
delle kaksi keskustasta. Koska alkuperéisten pallojen siteet olivat suurempia
kuin yksi (skaalauksen jilkeen), ja ne leikkasivat palloa By, uudet pallot ovat
korvaamiensa sisilld (kts. kuva 2.2). Ne kaikki leikkaavat edelleen By:aa, jo-
ten pitdd ainoastaan testata ovatko keskustat toisten pallojen ulkopuolella.

Koska tdmaé oli totta alkuperiisille palloille, on se my6s totta paikallaan
pysyneille palloille. Etdisyydelle kaksi liikutetut pallot eivit voi sisidltdi pai-
kallaan olleiden pallojen keskipisteité, silld jos liikutettu pallo sisiltiisi jon-
kun pallon keskipisteen, niin my&s vastaava alkuperdinen pallo siséltaisi sa-
maisen pallon keskipisteen. Siispéd pitdd ainoastaan tarkastaa, ettd kahden
litkkutetun pallon keskipisteet sijaitsevat toistensa ulkopuolella. Olkoon meil-
14 kaksi palloa, joiden etiisyydet keskustasta olivat alussa 1 + r ja 1 + s,
missd 1 < s < r. Niiden séiteet olivat vihintddn r ja s, niinpé niiden keskus-
tojen vilinen etdisyys oli vahintdan r. Kosinilauseen mukaisesti keskustan ja
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Kuva 2.2:

ympyroiden keskipisteiden muodostaman kolmion keskustakulman kosini on
seuraavaa

(1+7r)2+(1+s5)?—¢

0) =
cos () 251+ ) (1+ 5)
A+r)?+0+s)?=r*  2rs=5
= 2(1+7)(1 +s) N 2(1+7)(1 +s)
1 r S 1
<1-—= <1-—=
- 214+rl+s — 8

Koska 7/8 on tédsmilleen kolmion, jonka sivut ovat (2,2,1), kulman kosini,
niin liikutettujen kolmioiden etdisyys on viahintaan yksi ja titen ympyroiden
keskipisteet, eivit sisilly toisiin ympyroihin.

Kutistetaan saatuja palloja kertoimella 1/2, jolloin palloista saadaan eril-
lisii. Seuraavaksi skaalataan saatua rakennelmaa kertoimella kaksi. Nyt on
saatu erillisia yksikkopalloja, joiden etéisyys keskustasta on korkeintaan nel-
ja ja yksi palloista sijaitsee keskustassa. Siis viite on todistettu.
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Yritetafin seuraavaksi saada jonkinlaisia arvioita d,(r):lle. Yksikkopallo-
jen pakkaaminen tietyn kokoiseen palloon on pakkausteoreettinen ongelma,
eikéd tarkoitukseni ole menné kovin syvéllisesti aiheeseen, vaan todistan asi-
aan liittyvid pienempid lauseita ja vain totean paitulokset.

Helppo tilavuusarviointi antaa 8, (r) < (r + 1)". Tisti seuraa, ettii (3, <
5™. Tama on kuitenkin vain karkea arvio. Lihestytddn asiaa seuraavan apu-
lauseen avulla, joka kertoo ettid pallot voidaan jakaa pallonkuorille.

2.11 Lemma

Jos kahden erillisen yksikkopallon keskustat on pallokuoren 7 < |z| < 7 si-
salld, missd 7 = r — 4/r, niin siirtdmalla pallojen keskipisteet siteittiisesti
etdisyyden r padhén keskipisteestd (r-séteiselle pallokuorelle) ne ovat edel-
leen erillisié.

Todistus: Tutkitaan kuvan 2.3 (a) piirrosta. Riittda osoittaa, ettd ||a|| < 2,
kun janan a toinen p#i on pisteiden A ja B vilissid sekd toinen pai pistei-
den C ja D vilissé. Silld jos tdmé& on totta, niin siirrettiessa erilliset pallot
(joiden keskipisteiden etdisyys toisistaan on suurempi kuin kaksi) rin etéi-
syydelle origosta O, niiden keskipisteiden etéisyys(eli kuvassa b) B:n ja E:n)
toisistaan on suurempi kuin kaksi, jolloin pallot ovat erillisi. Selvéisti suurin
mahdollinen d(a) saadaan asettamalla toinen p&& B:hen ja toinen C:hen. Ko-
sinilauseen avulla (muodostamalla kaksi kosinilausetta, ratkaisemalla toisen
cosa:n suhteen ja sijoittamalla sen toiseen) saadaan ||a||:n yhtaloksi

22 =72 4+ = 2r7(1 — 2/7?)
Nyt sijoittamalla 7 = r — 4/r:n ja sieventdmilld saadaan, ettd ||a|| = 2.

Koska tdmé oli suurin mahdollinen etdisyys, niin ||a|| < 2 edellimainituilla
ehdoilla. Siis viite on todistettu.

2.12 Madiritelma (M(n,r))

Olkoon M(n,r) r-séteiselle pallopinnalle mahtuvien erillisten yksikkopallojen
maksimilukumaéra (pallojen keskipisteiden sijaitessa kuorella).
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T
:
Al C A
B 5 D B

Kuva 2.3:

2.13 Lause

0, (r):1le saadaan seuraavat rajat:
M(n, ) + 8(r — 2) < 0,(r) < M(n, ) +8u(r — 4/r),

missa r > 2.

Todistus: Oletetaan, ettd meilla on §,(r) yksikkositeistd palloa pakattuna
r + 1 -sdteiseen palloon. Lemma 2.11 sanoo, ettd mika tahansa pallo, jonka
keskipiste sijaitsee etiisyyksien r’ := r — r/4 ja r vilissd, voidaan tyontiaa
siteittiisesti etdisyydelle r niiden séilyessid edelleen erillisind. Tastd seuraa
ylaraja. Alaraja seuraa siité, ettd etdisyydelld r — 2 olevat yksikkopallot eivit
voi leikata etdisyydelld r olevia palloja.

2.14 Huomautus

Edellinen lause patee myos on:lle.
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Kéytettiessid lausetta r:n arvolle nelji kahteen kertaan saadaan seuraava seu-
rauslause:

2.15 Seuraus
Besicovitchin vakio 3 saa seuraavat rajat:

M(n,4)+ M(n,2) +1< 6, < M(n,4) + M(n,3) +1
2.16 Seuraus
0, (4) < M(n,4) + M(n,3) + M(n,5/3)

2.17 Maaritelma

Funktio f(n) kasvaa eksponentiaalisesti kannan b suhteen, jos

1
logb = lim —log f(n)

n—oo M,

Besicovitchin vakiolle saadaan arvio:

2.18 Lause

B =05, 3 =19, 67 < 3 <87, 226 < [, <331, 681 < 5 < 1159. Lisiksi
Besicovitchin vakio (3, kasvaa eksponentiaalisesti kantaluvun ollessa viahin-
taan 8/4/15 ja enintddn 2.641.

Todistus: Sivuutetaan. Katso Sullivan.

2.19 Huomautus

Todelliset [3,:n arvot ovat mitd todenniakoisimmin ldhelld alarajoja.

27



Luku 3

Peitelauseen sovelluksia

3.1 Vitalin yleinen peitelause

Olkoon i Radonin mitta R":ssé sekd, B perhe suljettuja palloja ja A C R”
siten, ettd jokainen A:n piste on keskipiste mielivaltaisen pienille B:n palloille
toisin sanoen

inf{r: B(z,r) € B} =0 Vr € A

Talloin 3 erilliset By, Bs, ... € B s.e

LL(U B\A)=0

Todistus: Oletetaan ensin, ettd A on rajoitettu. Laajennetaan lopussa tar-
kastelu koskemaan yleisti tapausta.
Olkoon U avoin joukko s.e A C U ja

W(U) < (1+ gm(m

missi @ := Q(n) on kuten Besicovitchin peitelauseessa (alkuperéinen versio,
kts. 1.4, kohta 2).

Besicovitchin peitelauseesta seuraa, ettd on olemassa erillisten pallojen muo-
dostamat perheet By, Bs, ... , Bg siten, ettd

ACLQJUB

i=1 B;
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Tésta seuraa, etté

Q
A) < p(UB).
i=1
Taméan mukaan taytyy olla olemassa perhe B, jolle

wlJB) = %M(A)

Nyt on olemassa erilliset pallot By, ... , By, € B, siten (perheen B; pallot ovat
erillisid) , etté

u(jL_J1 B;) > %M(A)
Merkitian A; = A\ ™, B;, jolloin
Pl < M(U\QBi) = uv) - :leﬂ(Bi)
< (14 7)ulA) = 5gu(A) = (1+ 15 = 35)1(A)
= Au(A) o

Joukko A; C ]R"\Uf;l B; on rajoitettu, joten on olemassa avoin U; siten,
etta

k1
Al cU, C Rn\UBz ja M(Ul) < (1+ %) (A )
=1

Jatketaan padttelyd induktiivisesti eteenpiin, jolloin saadaan

1(Az) < Au(Ar) < Np(A) missi

= A\ U B; = A\UB

i=k1

Néiin jatkamalla saadaan Al, Ag, ooy A jacerilliset By, ..., By, s.e u(Ay,) <
A (A), missi A, = A\ P v B
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Téaten By, By, ... on vaadittu jono (koska A\™ — 0).

Mikéli A on rajoittamaton R™ voidaan esittdi muodossa R = U, T;, missi
I; avoin véli I; N Iy = 0 kaikilla j # &k ja u(01;) = 0, koska p(v + te) = 0,
lukuunottamatta korkeintaan numeroituvan monta lukua ¢ € R" jokaiselle
(n-1)-ulotteiselle tasolle v ja sitd vastaan kohtisuoralle vektorille e € R™.

3.2 Hausdorffin mitta

Seuraavassa lauseessa kidytetddn juuri todistettua Vitalin peitelausetta to-
distettaessa, ettd R":ssd Lebesguen ja Hausdorffin mitat ovat vakiota vaille
ekvivalentit.

3.2.1 Madiritelmi(Hausdorffin mitta)
Jokaiselle e > 0 ja E C R” olkoon
H'E) =inf{> _d(A)": E C | JA;,d(4) < e}
i=1 i=1
Hausdorffin mitta on nyt
H"(E)=I1lim H'(E)

€
e—0

Huomautus:
Hj(A) < H!'(A), kun 0 < € < d, joten raja-arvo on olemassa tai se on dére-
ton. Lisdksi H on mitta (kun n > 0).

Todistetaan ensin apulause, jota tarvitaan varsinaisessa todistuksessa.

3.2.2 Lause(5-r peitelause)

Olkoon B perhe R™:n suljettuja palloja ja M = 1sup{d(B) : B € B} < oo.
T4ll6in on olemassa erilliset pallot By, Bs, ... € B s.e

U csB,

BeB i

missa

5B = B(z,5r), kun B = B(z,r)
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Todistus: Yksinkertaistetaan hieman lausetta olettamalla, etti B = {B(z, r(7)) :
x € A} ja A rajoitettu. (A on siis pallojen keskipisteitten muodostama jouk-

ko) Yleisestéd tapauksesta kasitelladn lopussa.
Olkoon A = {x € A:3/4M < r(z) < M}.

Valitaan z; € A; ja merkitddn By = B(zy,7(xy)).
zo € A1\3B; (mikéli 16ytyy)

Tpy1 € A\ UL, 3B;, niin kauan kuin A,\ UYL, 3B; # ()

Nyt d(z;, z;) > 3(3/4)M = (9/4) M, joten pallot ovat erillisid. Koska r(x;) >
3/4M, pallot erillisia ja A on rajoitettu, niin edellinen prosessi pysihtyy ja
merkitaan tata lukua k;:lle. Taten saadaan

k1

Ay | B(xi, 3r())
i=1
Koska r(z) < 2r(z;), kun x € Ay,i =1,2,...,k;, niin saadaan
k1
U B(z,r(x)) C UB(%‘,E”“(%‘))-
r€EAL =1
Olkoon
3., 3
A2:{x€A:(Z) M<r(:1:)§ZM}
k1
Ay ={x € Ay : B(x,r(z))N UB(xi,r(a:i)) =0}
i=1
Jos x € Ay\A), niin on olemassa i € {1,...,k} siten, ettd B(x,r(z)) N

B(z;,7(x;)) # 0. Lisiksi
d(zi,x) < r(x) +r(x;) < 3r(z;)
silld r(xz) < 2r(z;). Téten
k1
AN\, € | Bai,3r(z) (1)
i=1
Valitaan jokin zy, ;1 € A} ja tdmén jalkeen induktiivisesti
k
Ty € AH\ U B(x;, 3r(x;)).
i=ki1+1
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Kuten aikaisemmin, saadaan ko siten, etta pallot B(x;,r(x;)),i = 1,... ko
ovat erillisié ja

ko
Ay | Bla,3r(z).
i=k1+1

Yhdistdmalla tamé (1):n kanssa saadaan

U Bla.r(x) c | Blai, 5r(x:)).

TEA> =1

Jatkamalla samalla tavalla saadaan viitteen mukainen pallojono muodostet-
tua.

Alussa rajoituttiin tarkastelemaan tapausta, jossa keskipisteiden joukko on
rajoitettu. Lisdtddan sddnto, jonka mukaan pistettd ei saa valita, jos se on lii-
an kaukana valitusta kiintedstd pisteestd a € R”. Siis voidaan maéariti, etta
d(z,a) > 2d(x,y), missd x ja y ovat mahdollisia valintoja. Viite pétee nyt
joukoille B(x,7) N A Vi, joten se pitee myds rajoittamattomalle joukoille.

Toisekseen alussa oletettiin, ettd kutakin pistettd vastaa tdsmélleen yksi pal-
lo. Jos palloja on enemmén kuin yksi, voidaan valita yksi pallo kutakin x:44
kohti siten, ettd r(z) > Ssup{r: B(z,r) € B}.

Huomautus: Kayttaméallda Hausdorffin maksimaalisuusperiaatetta saadaan
lyhyempi todistus ja samalla yleisempi tulos; esimerkiksi palloperhe voidaan
korvata useilla erilaisilla joukkoperheilld. Asiasta enemmén Federer [2.8.4-6|

3.2.3 Lause

Olkoon (3(n) yksikképallon B™(0,1) tilavuus. ja F C R*. Télloin H"(E) =
2"3(n)"'m(E).

Todistus: Osoitetaan ensin, ettd H'(E) < 2"3(n) 'm(E), milld tahansa
¢ > 0. Tarkastellaan ensin tapausta, missd m(E) = 0 ja E on rajoitettu.
Jokaisella n > 0 olkoon E' C U avoin joukko jolle m(U) < n. Koska U on
avoin, se voidaan esittda yhdisteena suljetuista palloista U = UB; siten, etté
d(B;) < € kaikilla palloilla B;. Lauseen 3.2.2 nojalla on olemassa pistevierai-
den pallojen muodostama osaperhe F siten, etté

Uc{lJsB:BeF}
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Siksi

Téasta seuraa, ettd H™(E) = 0. Tapauksessa, jossa E on rajoittamaton, tar-
kastellaan joukkoja ENB(0,1),i = 1,2,. ... Kaikkien niiden joukkojen Haus-
dorffin mitta on nolla ja tdten myos E:n.

Olkoon E mielivaltainen joukko, jolle m(E) < oco. Soveltamalla téssi lu-
vussa todistettua Vitalin yleistd peitelausetta on mahdollista 16ytaa piste-
vieraiden suljettujen pallojen Bi, By, ... perhe F siten, etti ja d(B;) < e,
i=1,2,... ja

m(E\ U B;) =0

seka

o0

> m(B;) < m(E) +17

i=1
Olkoon E* = UX,(FE N B;) ja havaitaan, ettd E = (F\E*) U E*, missi
m(E\E*) = 0. Nyt saadaan

(B < d(B,)”




Koska n ja € ovat mielivaltaisia, niin H"(E*) < 2"3(n) 'm(F). Kuiten-
kin H"(E) < H"(E\E*) + H"(E*) = H"(E*), silli H"(E\E*) = 0, koska
m(E\E*) = 0. Siis H"(E) < 2"3(n)"'m(FE).

Osoittaaksemme vastakkaisen epayhtalon, otetaan kiyttoon isodiametri-
nen epdyhtald, jonka mukaan kaikista joukoista ' C R”, joiden halkaisija on
r, pallolla on suurin Lebesguen mitta. Eli

m(E) <27"B(n)d(E)",

missd £ C R” ja #(n) on yksikkopallon tilavuus. Todistus FE [s. 197]. Olkoon
E;:t joukkoja siten, ettd E C U2, E; ja d(E;) < € seké

Z d(E;)" < H*(E) 4+
Soveltamalla isodiametristd epdyhtilod jokaiselle E; saadaan
2"3(n ) < Z 2"B(n)~'m(E;)

< Z 2"3(n) 127" B(n)d(E;)"
< };f(E) +n.

Koska ¢ ja 1 ovat mielivaltaisia, niin saadaan , etti 2"3(n) "'m(F) < H*(E).
Yhdistamalli edells saadut tulokset saadaan viite H"(E) = 2"3(n)~'m(FE).
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